
Développement asymptotique de la
série harmonique

Lemme — ∀α > 1,
+∞∑

k=n+1

1

kα
∼

n→+∞

1

α− 1
· 1

nα−1
.

DÉMONSTRATION
Soit α > 1.
Comme la fonction t 7→ 1

tα
est intégrable et décroissante, d’après le théorème de

comparaison série-intégrale, la série
∑ 1

nα
converge et vérifie :

∀n > 1,

∫ +∞

n+1

dt

tα
6

+∞∑
k=n+1

1

kα
6
∫ +∞

n

dt

tα

soit

∀n > 1,
1

α− 1
· 1

(n+ 1)α−1
6

+∞∑
k=n+1

1

kα
6

1

α− 1
· 1

nα−1

donc

+∞∑
k=n+1

1

kα
∼

n→+∞

1

α− 1
· 1

nα−1
.

Proposition — Hn =
n→+∞

ln(n) + γ +
1

2n
− 1

12n2
+ o

(
1

n2

)
.

Pour tout n ∈ N∗, on pose kn = min
{
k ∈ N / Hk > n

}
.

Alors lim
n→+∞

kn+1

kn
= e.
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DÉMONSTRATION
Pour tout n > 1, on pose un = Hn − ln(n) et vn = Hn − ln(n)− 1

n
.

Soit n > 1.

un+1 − un =
1

n+ 1
− ln(n+ 1) + ln(n) =

1

n+ 1
+ ln

(
1− 1

n+ 1

)
6 0

et

vn+1 − vn =
1

n+ 1
− ln(n+ 1) + ln(n)− 1

n+ 1
+

1

n
=

1

n
− ln

(
1 +

1

n

)
> 0

et

un − vn =
1

n
−→
n→+∞

0.

Donc les suites (un)n>1 et (vn)n>1 sont adjacentes et donc une limite finie γ.

On conclut que Hn =
n→+∞

ln(n) + γ + o(1).

Pour tout n > 1, on pose tn = un − γ. Alors

tn+1 − tn =
1

n+ 1
+ ln

(
1− 1

n+ 1

)
=

n→+∞

1

n+ 1
− 1

n+ 1
− 1

2(n+ 1)2
+ o

(
1

(n+ 1)2

)
∼

n→+∞
− 1

2(n+ 1)2
.

Comme la série
∑

1
2(n+1)2

est à termes positifs et convergente, par équivalence
des restes,

−tn =
+∞∑
k=n

(tk+1 − tk) ∼
n→+∞

+∞∑
k=n

−1
2(k + 1)2

=
+∞∑

k=n+1

−1
2k2

∼
n→+∞

−1
2n

Donc

tn = Hn − ln(n)− γ =
n→+∞

1

2n
+ o

(
1

n

)
.
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Pour tout n > 1, on pose wn = tn −
1

2n
.

wn+1 − wn =
1

n+ 1
+ ln

(
1− 1

n+ 1

)
− 1

2(n+ 1)
+

1

2n

=
1

n+ 1
− 1

n+ 1
− 1

2(n+ 1)2
− 1

3(n+ 1)3
+ o

(
1

(n+ 1)3

)
− 1

2(n+ 1)
+

1

2n

= − 1

2(n+ 1)2
− 1

3(n+ 1)3
+ o

(
1

(n+ 1)3

)
+

1

2n(n+ 1)

=
1

2n(n+ 1)2
− 1

3(n+ 1)3
+ o

(
1

(n+ 1)3

)

=
3(n+ 1)

6n(n+ 1)3
− 2n

6n(n+ 1)3
+ o

(
1

(n+ 1)3

)

=
n+ 3

6n(n+ 1)3
+ o

(
1

(n+ 1)3

)

=
1

6(n+ 1)3
+ o

(
1

(n+ 1)3

)

∼ 1

6(n+ 1)3

Comme la série
∑

1
6(n+1)3

est à termes positifs et convergente, par équivalence
des restes,

−wn =
+∞∑
k=n

(wk+1 − wk) ∼
n→+∞

+∞∑
k=n

1

6(n+ 1)3
∼

n→+∞

1

12n2
.
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Donc

wn = Hn − ln(n)− γ − 1

2n
=

n→+∞
− 1

12n2
+ o

(
1

n2

)
.

Pour tout n > 1, on pose εn = Hn − ln(n)− γ −→
n→+∞

0.

Par définition de kn,

ln(kn) + γ + εkn > n > ln(kn − 1) + γ + εkn−1.

D’où
kne

γ+εkn > en et (kn − 1)eγ+εkn−1 < en.

Donc
ene−γ−εkn−1 + 1 > kn > ene−γ−εkn .

Ainsi
kn ∼

n→+∞
ene−γ

ce qui implique que

lim
n→+∞

kn+1

kn
= e.
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